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Muitas doencas cardiacas podem ser relacionadas a padroes de ativacao elétrica

nas paredes do coracao, denominadas de arritimias.

Nesses casos a modelagem computacional tem se mostrado uma ferramenta ttil
na investigacao e compreensao de complexos processos biofisics relacionados ao com-

portamento eletromecanico cardiaco.

O presente trabalho tem como objetivo o estudo do acoplamento do compor-
tamento bio-eletro-mecanico em tecidos cardiacos como a parede do ventriculo es-
querdo. O estudo envolve a determinacao da propagacao de ondas elétricas em
tecidos do coracao e a determinacao de tensoes e deformagoes nesses tecidos através
de andlise nao linear de grandes deformacoes com materiais incompressiveis carac-

terizados por comportamento hiperelastico do tipo Mooney-Rivlin.
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Many cardiac diseases can be related to irregular patterns of electrical activation

on the walls of the heart, these diseases are called arrhythmia.

In these cases computational modelling has shown to be a useful tool in the
investigation and understanding of the complex biophysical processes related to the

cardiac electromechanical behavior.

The present dissertation aims to study the coupling of the bioelectromechanical
behavior in cardiac tissues such those which occur in the wall of the left ventri-
cle. The study involves the determination of the propagation of electrical waves in
the tissues of the heart and the determination of stresses and deformations in the-
ses tissues through non-linear analysis with finite deformation considering isotropic

hyperelastic materials characterized by Mooney-Rivlin materials.
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Capitulo 1

Introducao

O coracao é uma bomba eletromecanica responsavel pelo transporte do sangue
para o corpo e para os pulmoes. A sua falha pode levar a morte subita (sudden
cardiac death) que é considerada como uma das principais causas de mortalidade no

mundo industrializado.

A morte subita é um tipo de morte resultante de uma falha abrupta da funcao
do coragao, a qual pode ser causada por arritimias, que sao disfunc¢oes que afetam o
sistema elétrico do musculo cardiaco produzindo ritmos anormais para o batimento
deste. Este funcionamento irregular do ritmo cardiaco pode fazer com que os im-
pulsos elétricos que provocam a contracao dos miusculos das paredes cardiacas se

tornem mais rapidos (taquicardia) ou se comportem de forma caotica (fibrilagao).

Desta forma para se obter um melhor conhecimento dos mecanismos responsaveis
pela arritimia e de suas causas é importante o estudo da estrutura e do comporta-
mento eletromecanico do coracao. Durante anos o coracao tem sido estudado por
pesquisadores e cardiologistas que utilizam medidas clinicas como, por exemplo, a
taxa de batimento cardiaco, a pressao sanguinea e o eletrocardiograma (ECG) para

diagnosticar doencas cardiacas.

Recentemente a modelagem computacional da eletromecanica do coracao tem
se mostrado uma ferramenta extremamente tutil tanto na analise e interpretacao
de medidas fisiologicas e observacoes clinicas quanto na compreensao de diversos
fendmenos. Dentro deste contexto a modelagem matematica da propagacao elétrica

e da atividade mecanica de contracao do coracao envolve Equacoes Diferenciais



Parciais (EDPs) e suas respectivas ferramentas computacionais para se obter uma

solugao numérica aproximada.

Diferentes modelos matematicos para descricao da atividade elétrica do coracao
tém sido propostos ao longo de anos, incluindo os modelos mais simples utilizados
para descrever o ECG aos atuais modelos celulares que descrevem o mecanismo do
potencial de acao para diferentes tipos de células do tecido cardiaco de forma precisa.
Os modelos celulares podem ser incorporados em modelos maiores, discretos ou
continuos, com o objetivo de descrever o comportamento do tecido cardiaco através
do estudo da propagacao de ondas elétricas. Modelos continuos, como por exemplo

o modelo do Bidominio, tem sido amplamente utilizados [32, 40].

Por outro lado, diversos modelos tém sido desenvolvidos para estudar o com-
portamento mecanico do coragao assim como as propriedades mecanicas do tecido
cardiaco. Nesse contexto é importante conhecer a estrutura do 6rgao e como mu-
dancgas na mesma afetam o bombeamento do sangue. A modelagem computacional
baseada nos principios da mecanica do continuo permite um entendimento da ati-
vidade mecanica do coracao. Para isso, sao usados modelos para a anatomia do
coracao e relacoes constitutivas apropriadas que descrevem o comportamento meca-
nico do miocardio. Alguns modelos para representar a geometria do 6rgao inteiro
foram desenvolvidos [26, 25]. Estes utilizam o método dos elementos finitos para

estudar a contragao cardiaca.

Apesar do desenvolvimento na modelagem do comportamento puramente elétrico
ou mecanico, ainda existem poucos modelos que procuram estudar a atividade ele-
tromecanica acoplada, isto ¢, que consideram a influéncia da propagacao elétrica na
contracao do tecido e a resposta desta deformacao nas propriedades da propagacao

da onda elétrica.

O objetivo do presente trabalho é estudar e discutir um modelo eletromecanico
inicialmente apresentado em [27], para que nos estudos relacionados a distirbios

cardiacos o efeito do acoplamento eletromecénico seja considerado.

Para isso, inicialmente foi adicionado a um programa de resolucao do problema
mecanico o material do tipo Mooney-Rivlin, e em seguida este codigo foi acoplado a
um programa responsavel pela simulacao da propagacao de ondas elétricas no cora-

cao, de tal forma que o modelo eletromecanico pudesse ser estudado. Para validar
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a implementacao deste material alguns experimentos numéricos foram realizados e
comparados com problemas classicos da literatura. Por fim, alguns experimentos

foram realizados para o modelo eletromecanico proposto neste trabalho.

1.1 Organizacao do texto

Inicialmente algumas noc¢oes da eletrofisiologia cardiaca como a descricao ma-
tematica dada as células, aos canais i6nicos, ao tecido cardiaco e ao potencial de
acao sao apresentadas no Capitulo 2, onde ao final é apresentado de forma breve o

mecanismo de contracao das células cardiacas.

No capitulo seguinte, sao introduzidos aspectos da teoria da mecanica do con-
tinuo necessarios a abordagem de problemas que envolvem grandes deformagoes e
grandes deslocamentos, os quais serao utilizados na modelagem da contragao do

musculo cardiaco.

O Capitulo 4 propoe um modelo para o acoplamento da atividade elétrica e meca-
nica exercida pelo tecido cardiaco. Este modelo descreve o mecanismo da contracao
como resultado da excitacao do tecido, assim como a influéncia da deformagao nas

propriedades da condutividade da onda elétrica.

Em seguida, no Capitulo 5 uma formulacao de elementos finitos é apresentada
para a resposta do problema mecanico nao-linear discutindo desde a formulacao
variacional utilizada até a solucao numeérica do problema nao-linear através de um
esquema incremental-iterativo baseado no método de Newton-Raphson. A solucao
do modelo de propagacao elétrica é abordada de forma sucinta, e em seguida um

esquema para solucao do modelo acoplado é apresentada.

Resultados numéricos para experimentos com o material do tipo Mooney-Rivlin
sao apresentados e comparados com outras aproximagoes no Capitulo 6, onde ainda
sao apresentados os resultados do modelo acoplado. Finalmente, sao apresentadas

no Capitulo 7 algumas conclusoes e propostas de trabalhos futuros.



Capitulo 2

Eletrofisiologia Cardiaca

O coracao e os vasos sanguineos formam o sistema cardiovascular do corpo,
que é responsavel pelo transporte de sangue. Anatomicamente o coracao pode ser
dividido em duas metades, a esquerda e a direita, responséaveis pela circulacao do
sangue. Cada metade ¢é dividida entre outras duas partes, o atrio, por onde o sangue

chega, e o ventriculo, responsavel por bombear o sangue para fora do coragao.

O atrio direito recebe o sangue desoxigenado do corpo, leva-o para o ventriculo
direito que bombeia-o para os pulmoes, onde o mesmo serd oxigenado. Depois de
ser oxigenado pelos pulmoes o sangue volta ao coracao através do atrio esquerdo,
que transporta o sangue para o ventriculo esquerdo para finalmente ser bombeado

para o corpo, conforme o esquema da Figura 2.1.

Corpo

Pulmao

VD VE

Figura 2.1: Fluxo sanguineo

As células musculares que compoem o tecido cardiaco, chamadas de miocitos,

pertencem a uma classe de células conhecidas como células excitaveis, as quais tem a



capacidade de responder a um estimulo elétrico e produzir um potencial de a¢do. A
propagacao do sinal elétrico em um tecido excitavel ocorre devido a despolarizagao
das células. No estado de repouso existe uma diferenca de potencial através da
membrana celular, de tal forma que o potencial intracelular é mais negativo do que
o potencial extracelular, que é o potencial no espaco entre as células. Quando as
células excitaveis sao estimuladas, elas se despolarizam, ou seja, o seu potencial se
torna mais positivo ou quase zero em um processo extremamente rapido. Em seguida
acontece a repolarizacao que restaura a diferenca de potencial transmembranico ao
seu valor de repouso. O ciclo completo de despolarizacao e repolarizacao é chamado
de potencial de acao. A Figura 2.2 mostra um grafico com o potencial de acao na

membrana celular de um mibcito canino (|35]).

50
0
S
E
>
-50
—1000 100 200 300 400
t(ms)

Figura 2.2: Potencial de Acao

Além de serem excitaveis, as células cardiacas sdo contrateis. A atividade mecéa-
nica de contracao esta associada a excitagao elétrica do miocito. Quando uma célula
é estimulada, ela permite a propagagao do potencial de acao para as células vizinhas
através do transporte intercelular de ions por proteinas que formam as juncgoes do
tipo gap. Através da propagacao do estimulo elétrico as células cardiacas sao capazes
de estimular todo o coracao, fazendo assim com que este se contraia e bombeie o

sangue.

A atividade elétrica que da inicio a contracao do coragao comeca em um conjunto
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de células conhecidas como nd sinoatrial, localizado abaixo da veia cava no atrio
direito e se propaga através do atrio alcancando o miocardio ventricular através do
feize de His. Em cada ventriculo este se divide em uma rede de fibras de réapida
condutividade denominadas de fibras de Purkinje, as quais conduzem o sinal elétrico
rapidamente até o interior dos ventriculos permitindo que os mesmos se contraiam
e bombeiem o sangue. Os &trios e os ventriculos sao separados por um conjunto
especial de células conhecido como nd atrioventricular, que conduz de forma lenta
o pulso elétrico até os ventriculos, provendo assim um sincronismo que garante que

os atrios bombeiem o sangue para os ventriculos antes da contragao ventricular.

Para modelar matematicamente a propagacao da onda elétrica no coragao, res-
ponsével pela contracao, ¢ necessario descrever, a dinamica de fons através da mem-
brana celular e o comportamento elétrico da mesma, bem como um modelo para o
tecido que descreve como as células estao interconectadas. Neste capitulo, descreve-
se, inicialmente, o funcionamento da célula e alguns modelos celulares e por fim,
propostas de modelos para o tecido cardiaco, como por exemplo, os modelos Mono-

dominio e o Bidominio.

2.1 Eletrofisiologia Celular

2.1.1 A Membrana Celular

As células sdo envoltas por uma membrana celular que serve como uma barreira
separando o meio intracelular do meio extracelular. Esta membrana ¢ constituida de
uma, bi-camada fosfolipidica, na qual cada lipidio contém duas caudas hidrofébicas
ligadas a uma cabeca hidrofilica. Em um meio aquoso as caudas estao alinhadas
para dentro, repelidas pela agua, enquanto a cabeca se encontra na superficie da bi-

camada, formando uma barreira para moléculas carregadas, veja Figura 2.3 (|35]).

Aderidas & membrana celular existem proteinas que formam os chamados canais
ionicos, que sao responsaveis pelo mecanismo de transferéncia de determinados tipos
de fons para dentro e fora da célula. Tanto o meio intracelular quanto o meio
extracelular |23] sdo constituidos de uma solu¢ao aquosa de sais, principalmente de

NaCL e KCI, que se dissociam em ions de Nat, KT e Cl™.
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Figura 2.3: A membrana celular

A membrana celular impede o fluxo destes ions para dentro e fora da célula, man-
tendo assim uma diferenca de concentragao de fons. Esta diferenca de concentragao

de fons gera uma diferenca de potencial através da membrana celular.

2.1.2 Difusao e a Lei de Fick

Devido a diferenca de concentracao de ions entre o meio intracelular e extra-
celular, gradientes de concentracao para cada tipo de fon sao formados através da
membrana celular que induzem a difusao de particulas de uma regiao de alta para

uma de baixa concentracao.

Esse processo de difusao, é descrito matematicamente pela Lei de Fick

onde V¢ é o gradiente de concentracao do fon ¢; D é o coeficiente de difusao do

meio; Jp é o fluxo dos fons.

2.1.3 O Potencial de Nernst

Um dos efeitos do movimento de ions através da membrana celular é a criacao

de uma diferenca de potencial elétrico.

Suponha que a membrana celular separa o meio intracelular do extracelular com
diferentes concentragoes de um determinado ion S, e que esta solucao esteja eletri-

camente neutra, ou seja, esta balanceada por um outro ion de sinal contrario ao de
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S, diga-se, S'.

Se a membrana é permeavel a apenas um dos ions, por exemplo, ao ion S, de
acordo com a Lei de Fick devido a diferenca de concentracao haverd um fluxo desses
ions de um lado para o outro. Desta forma, como a membrana s6 é permeavel aos
fons S, S’ nao ira se difundir pela membrana, e a difusdo de S cria uma diferenca
de cargas entre os meios, resultando em um campo elétrico no sentido oposto ao da

difusao.

Deste modo a forca exercida pelo campo elétrico direciona os fons na direcao
contraria a da difusao e o equilibrio acontece quando o fluxo de ions devido a di-
ferenca de concentracao é igual em tamanho e oposto em sinal ao fluxo devido a

diferenca de potencial.

Assim, o equilibrio é atingido quando o fluxo total J do ion S através da mem-
brana celular for igual a zero. Como tem-se dois fluxos, um devido a difusao Jr e
outro devido a acao de forcas elétricas J p, o equilibrio ¢ obtido quando a seguinte
equagao for satisfeita

J=Jp+Jp=0 (2.2)

A contribuicao do campo elétrico para o fluxo de ions é dada pela equacao de
Planck
Jp=—m—cVV (2.3)

2|
onde m é a mobilidade do ion no liquido. A carga do ion é denotada por z e a valéncia
do ion por |z|, de tal forma que z/|z| é o sinal da for¢a no ion; ¢ é a concentracao

do fon e V' é o potencial elétrico, logo VV é o campo elétrico.

A relacao entre a mobilidade do fon m e o coeficiente de difusao D, determinado
por Einstein, é dada por

F
m = D% (2.4)

onde F' é a constante de Faraday, R é a constante ideal dos gases e T" ¢ a temperatura

absoluta. Utilizando a relacao anterior pode-se escrever J p como

zF
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E portanto o fluxo total é dado por

J = Jr+Jdp

zF
= —DVec— D—cV
¢ RTc v

= —-D (Vc + ECVV) (2.6)
RT
Tratando-se de fluxo através dos canais i6nicos pode-se considerar as variacoes
apenas ao longo do comprimento do canal, o que permite estabelecer uma relacao
unidimensional para esta equacgao, na qual o eixo x esta direcionado ao longo do
canal. Considerando z = 0 como interior do canal e x = L como a borda externa
do canal ao se reescrever (2.6) tem-se

de zF dV

Como o fluxo é nulo, J = 0, tem-se

de zF dV
— — — 2.8
& " RT dz (2:8)
e dividindo por ¢ e integrando em x de 0 a L, obtem-se
L1 de LzFav
-—— —— =0 2.9
/0 cdr T /0 RT dz (29)
e finalmente calculando a integral
(L) zF . zF
Ine)[Sy) = — 2 V(L) = V(O)] = Z=Vin (210

pois o potencial transmembranico é V,,, = V; — V.. Assim, no equilibrio, quando o
fluxo é nulo, o potencial através da membrana é dado pelo potencial de Nernst:

v, = &y, (c—) (2.11)

—
T F C;

2.1.4 Modelo Elétrico para a Membrana

Um capacitor é formado por duas placas condutoras separadas por um material
isolante. Como a membrana separa cargas entre os meios intracelular e o meio
extracelular, em termos elétricos esta pode ser modelada como um capacitor. Para
a membrana a bi-camada fosfolipidica funciona como um material isolante, enquanto

o meio intracelular e extracelular como as placas condutoras.
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A capacitancia de um capacitor é definida como a razao entre a carga armazenada

e a voltagem necessaria para armazenar esta carga, ou seja

Cp = = (2.12)

Deste modo, além de separar cargas a membrana impede a passagem de ions
entre o meio intracelular e extracelular. Para completar o modelo da membrana,
um resistor é colocado em paralelo ao capacitor. A Figura 2.4 ilustra o circuito

elétrico correspondente ao modelo elétrico da membrana.

Meio extracelular

I

- dv
lion Rm Cm Cm E

!

Meio intracelular

Figura 2.4: Circuito elétrico para a membrana celular

O fluxo de ions muda a quantidade de carga separada pelo capacitor, assim como
o potencial transmembranico, através da relacao Q = C,,V definida na Equacao

(2.12). Considerando a varia¢ao de carga no tempo, tem-se

d d(C,,V av
aQ _ d(CnV) _ o dV (2.13)

dt dt dt
O termo d@Q/dt é a variacao de carga no tempo, que corresponde a uma corrente,
denominada de corrente capacitiva. A corrente total através da membrana celular é
definida como a soma da corrente capacitiva com a corrente i6nica que atravessa os

canais,

Iy = Lion + 1. (214)

Substituindo a Equacao (2.13) segue que

dv
]m = Iion Cm_ 2.15
+Cn—y (2.15)
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Se o circuito da Figura 2.4 for fechado, isto é, nao ha transporte de fons para

dentro ou fora da area, pela conservacao da corrente temos

dV
]ion m-3, — 2.1
=0 (2.16)

2.1.5 Modelos para a Corrente I6nica

Quando o potencial através da membrana é diferente do potencial de equilibrio
de Nernst [34], determinado pela Equagao (2.11), uma corrente de fons passa pelos
canais ionicos. Portanto é necessario estabelecer como esta corrente se relaciona

com o potencial transmembranico, e para isso serao apresentados dois modelos.

O primeiro é conhecido como modelo linear pois estabelece uma relacao linear

entre a corrente e a voltagem, como
I=GV -V, (2.17)

onde GG é a condutancia, definida como o inverso da resisténcia do canal. A condu-
tancia dependendo do tipo de canal i6nico pode ser uma constante ou uma funcgao

do tempo, do potencial elétrico e até mesmo da concentracao idnica.

O outro modelo é deduzido a partir da hipdtese de que o campo elétrico é cons-
tante na membrana, para mais detalhes veja [23]. Também conhecido como equagao
de Goldman-Hodgkin-Katz (GHK), considera-se uma relagdo nao-linear entre o po-

tencial transmembranico e a corrente, definida por

22F? ¢ — coexp(=ZEY)
I =P 1% RT 2.18
" RT 1— exp(_ggv) (2.18)

onde Pg = % é a permeabilidade da membrana ao fon considerado e ¢; e c, sao as

concentragoes interna e externa deste ion, respectivamente.

Ambos modelos devem satisfazer o potencial de equilibrio de Nernst, ou seja,
quando o potencial transmembranico é igual ao potencial de Nernst, nao ha fluxo,
pois a forca difusiva e elétrica estao em equilibrio. Para o modelo linear quando

V' =V, € facil ver que a corrente é zero, enquanto que para o modelo GHK fazendo
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V =V, e com o uso da Equacdo (2.11) tem-se

2F . ¢; — coexp(—2tea)
[ = PgF—V,,—— A
RT 1 — exp( L)

_ Pl (_) i~ ceexp(—In (%))
= szr In C; 1—eXp(—1n(i—j>)

Ci — Ce( =
— Py:Fln (C—) G cel(e)

¢) 1-(2)
= PszFln (C—) i —Si_p (2.19)
C; — =t

ou seja, também neste modelo a corrente é zero quando o potencial transmembranico

é igual ao potencial de Nernst.

2.1.6 Canais Ionicos

Como dito, os canais i6nicos sao formados por proteinas que aderidas & mem-
brana permitem o transporte de fons. Quando os canais idnicos sao descritos por
condutancias constantes, o fluxo de fons pode ser descrito por um modelo linear para

a corrente, de acordo com a Equagao (2.17), onde G é a condutancia constante.

Entretanto, a condutancia dos canais idnicos pode variar no tempo em resposta
a mudancas no potencial transmembranico. Tal ocorre pois determinadas partes
do canal que estao carregadas fazem as moléculas mudarem de forma quando o

potencial da membrana muda.

Do ponto de vista da modelagem os canais i6nicos sao representados como um
conjunto de sub-unidades, as quais podem estar abertas ou fechadas sendo que a
passagem de fons s ocorre quando todas as sub-unidades estao abertas. Denotando
a concentragao de canais no estado aberto e fechado por [O] e [C], respectivamente,

e tendo em vista que a concentragao total de canais [O] 4 [C] é constante.

As mudancas entre os estados aberto e fechado podem ser descritas por

C=0 (2.20)

=)

onde « é taxa com que os canais se abrem e 3 a taxa com que os canais se fecham,

e ambas dependem do potencial transmembranico V. A taxa com a qual os canais
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abertos se fecham é proporcional & concentracao de canais abertos, e analogamente,
a taxa com a qual os canais fechados se abrem é proporcional & concentragao de
canais fechados. Isto é

—— = a(V)[C] = B(V)[O] (2.21)

Pode-se dividir esta equagao pela concentragao total [C] + [O] e obter

d
L =a(V)(1-g)=B(V)g (2.22)
onde g = [O]/([O] + [C]) é a fragdo de canais abertos. Para um simples canal, g é a

probabilidade deste canal i6nico estar aberto.

A maioria dos canais i6nicos sao compostos por varias sub-unidades, que podem
estar abertas ou fechadas. Assim a Equagao (2.22) pode ser vista como a probabi-

lidade de cada uma destas sub-unidades estar aberta.

Logo para um canal com n sub-unidades iguais, as quais se abrem e fecham

independentes umas das outras, a probabilidade O do canal estar aberto é
O=g" (2.23)
onde g ¢ dado por (2.22).

Entretanto, muitas vezes os canais idnicos sao formados por diferentes sub-
unidades, que tem a sua dinamica governada por (2.22), porém com diferentes taxas
de abertura e fechamento a e 3. Por exemplo, um canal com uma sub-unidade ¢ e
outra h, tem as taxas definidas por ay, 5,4, oy, € B,. Finalmente, se o canal tem m
sub-unidades g e n sub-unidades do tipo h, a probabilidade do canal estar aberto é
definida por

O=g"h" (2.24)

Por fim a condutividade pode ser computada pelo produto da condutividade
méaxima (quando todos os canais estdo abertos) pela propor¢ao de canais abertos.

Logo, a corrente i6nica é da forma:
I = Gra, OV — V) (2.25)

onde G, € a condutancia maxima.
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2.1.7 Modelo de Hodgkin-Huxley

Nas células existem varias correntes ionicas que contribuem para mudancas no
potencial da membrana. As correntes mais importantes sao formadas de fons de s6-
dio, potéassio e calcio. Um modelo para a corrente idnica total através da membrana
pode ser elaborado utilizando o modelo linear para a corrente de cada tipo de ion.
Em 1952 surgiu o primeiro modelo deste tipo, proposto por Hodgkin e Huxley, que

receberam em 1963 o Prémio Nobel de Medicina por este trabalho.

O modelo foi proposto com o objetivo de explicar o mecanismo de geracao do
potencial de acao em células do axdnio gigante de lula, que embora inadequado para
estudos relevantes com o coragao, tem sido utilizado como base para muitos outros

modelos de células nervosas e cardiacas.

¥ (nV}

t {ns)

Figura 2.5: Potencial de Acao do Modelo de Hodgkin Huxley

Neste axonio, assim como em varios tipos de células nervosas, as principais cor-
rentes i6nicas sao de sédio e potassio, denominadas de Iy, e Ix, respectivamente.
Embora existam outras, no modelo proposto as demais correntes foram agrupadas
em uma (nica corrente, denominada corrente de fuga e denotada por I;. Assim a

corrente idnica pode ser escrita como

Lion = Ino + Ik + I, (2.26)

Adotando os modelos lineares para as correntes idnicas, elas sao determinadas

pelas condutancias gn., g € g1, respectivamente para os fons de s6dio e potéassio e
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Figura 2.6: Variaveis m, n e h

para a corrente de fuga e também pela diferenca entre o potencial transmembranico

e as voltagens de equilibrio (potencial de Nernst) dadas por Viv,, Vk e V7. Logo

Ing = gNa(V - VNa) (2-27)
Ik = gx(V — Vi) (2.28)
Iy =gr.(V—Vg) (2.29)

As equagOes para as correntes em conjunto com as Equagoes (2.16) e (2.26)
fornecem

av
—Cp— = Lign=Ing+ Ik + 1L (2.30)

dt
= gna(V = Vra) + 9xc(V = Vi) + g (V = V1) (2.31)

A condutanica gy, é considerada constante, e portanto o fluxo de fons é descrito
com o modelo linear. Entretanto as demais condutancias podem variar no tempo em
resposta a mudancas no potencial transmembranico. No modelo de Hodgkin-Huxley
a condutancia do s6dio e potassio sao dependentes do tempo e da voltagem, e essa
dependeéncia é modelada por Equagoes Diferenciais Ordinarias do tipo (2.22) que

descrevem como os canais i6nicos se abrem e fecham.

O canal de s6dio no modelo de Hodgkin Huxley é formado por quatro sub-

unidades, trés das quais sao iguais, enquanto o canal de potassio é formado por
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quatro sub-unidades idénticas. Desta forma, como discutido anteriormente, pode-se

escrever as correntes ionicas como

INQ = gNam?’h(V — vNa) (232)
I = gen*(V — Vi) (2.33)
]L = gL(V — VL) (234)

Assim o modelo de Hodgkin Huxley pode ser sintetizado como

av
—Cm% = gNamSh(V — VNQ) -+ gKn4(V — VK) + gL(V — VL) (235)
onde as varidveis m, n e h obedecem a
dg
- = ai(V)A—g) = 5i(V)g (2.36)

com i = m,n, h. Para mais detalhes sobre a defini¢ao das fungbes «; e 3; veja [23].

As Figuras (2.5) e (2.6) apresentam o potencial de agao gerado pelo modelo de
Hodgkin e Huxley e as varidveis m, n e h que controlam a abertura dos canais

10n1Ccos.

2.1.8 Modelo de FitzHugh-Nagumo

Existem duas classes de modelos matematicos para descrever a corrente ionica
Lion- Na primeira estao os modelos i6nicos, que sao baseados em observacgoes ex-
perimentais e geralmente incluem véarias equagoes do tipo de Hodgkin-Huxley para
descrever o comportamento dos canais i6nicos através da membrana. Alguns desses
modelos possuem entre 10 a 60 EDOs para descrever a concentracao de ions nas
células. Por outro lado existem ainda modelos qualitativos, os quais possuem uma
abordagem mais simples que procura descrever e reproduzir caracteristicas macros-
copicas do tecido cardiaco como por exemplo a duracao do potencial de acao, e o
periodo refratario, isto é, um periodo apés a excitagao no qual estimulos adicionais

nao geram outro potencial de acao.

O modelo de FitzHugh-Nagumo foi desenvolvido com o intuito de representar o
comportamento qualitativo do modelo de Hodgkin-Huxley de uma forma mais sim-
ples utilizando duas variaveis: uma rapida u e uma lenta v. A variavel u representa

o potencial transmembranico enquanto que a variavel v descreve a inibicao.
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O modelo pode ser descrito por

ou  u— & -
il ; (2.37)
ov

onde os valores tipicos para os parametros sao: 0 < |3| <v3,0<y<lee< 1.

Para mais detalhes qualitativos sobre o modelo de FHN, como o comportamento

do plano de fases, derivagao do modelo e diagrama do circuito elétrico veja [23].

2.1.9 Modelo de Aliev-Panfilov

Embora o modelo de FitzHugh-Nagumo descreva bem aspectos qualitativos da
propagacao da excitacao, o modelo nao descreve de forma adequada alguns para-
metros quantitativos do tecido cardiaco como a forma do potencial de acao e pro-
priedades da recuperacao (restitution properties) do tecido. Esses parametros sao

importantes em simulagoes que procuram estudar as arritimias cardiacas.

O modelo de Aliev-Panfilov |2] foi criado como uma modificagdo do modelo de
FHN com o intuito de descrever melhor as caracteristicas de recuperacao do tecido,
bem como para representar de modo adequado a forma do potencial de acao. Desta
forma o modelo pode ser utilizado em simulacoes computacionais para o estudo de

arritimias.

Aliev e Panfilov propuseram o seguinte modelo:

%_Z = RV —a)(V —1) =V (2:39)
% _ (6 N uffv) (—r —kV(V —a—1)) (2.40)

onde V' é o potencial transmembranico, r é a variavel que representa a inibicao
(repolarizacdo) e t & o tempo. O parametro a é o limiar (threshold), enquanto
os outros parametros k, py e po nao possuem nenhum significado fisiologico, sao
apenas escolhidos com o intuito de reproduzir determinadas caractersticas do tecido
cardiaco tais como a forma do potencial de acao, o periodo refratario e a duracao

do potencial de agao.

E importante ressaltar que o modelo de Aliev-Panfilov, como um modelo do tipo

FHN, possui as suas variaveis V', r e t em unidades adimensionais. Para maiores de-



2.2 Modelos para o Tecido 18

talhes sobre os mapeamentos necessarios para comparacoes com dados experimentais

consulte [2] e |27].

2.2 Modelos para o Tecido

As células cardiacas sao conectadas entre si pelas chamadas juncoes gap for-
mando um canal entre células adjacentes, o qual permite o fluxo de corrente elétrica
na forma de ions e portanto funciona como uma conexao elétrica entre células vizi-
nhas. Desta forma, uma célula estimulada transmite o sinal elétrico para as células
vizinhas, permitindo que o estimulo elétrico de uma parte do coracao se propague e

ative a contracao do coracao inteiro.

O objetivo desta secao é descrever como as células estao interconectadas for-
mando o tecido cardiaco pelo qual a onda elétrica se propaga assim como discutir as
propriedades condutivas da estrutura do tecido. Para isso dois modelos sao apresen-
tados, o Monodominio e o Bidominio, que se diferem quanto ao nimero de dominios

utilizados para o fluxo de corrente elétrica.

2.2.1 Modelo Bidominio

Uma primeira abordagem para modelar o tecido trata cada célula como uma
unidade separada e assim controla a variacao de potencial tanto no meio intracelular
quanto no meio extracelular. Entretanto, a quantidade de células no coracao é tao
grande que esta abordagem se torna inadequada. Assim utiliza-se uma aproximagao

continua do tecido capaz de distinguir os dominios intracelular e extracelular.

O modelo do Bidominio descreve a estrutura do tecido de uma forma homogeni-
zada [23], na qual as equagoes resultantes descrevem o fenomeno de forma macros-
copica, o que é bastante adequado para a maioria das situagoes. O tecido é dividido
em dois dominios: o intracelular e o extracelular. Os dominios sao continuos pois
no intracelular as células estao interconectadas entre si através das juncoes do tipo

gap, enquanto no extracelular a corrente elétrica flui nos espacos entre as células.

Em cada um dos dominios define-se um potencial elétrico, que em cada ponto

pode ser visto como uma quantidade média sobre um pequeno volume. Assim, cada
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ponto no espaco é composto de uma fracao do dominio intracelular e uma fracao do
extracelular. Consequentemente cada ponto possui um potencial intracelular e ex-

tracelular denotados por V; e V, assim como duas correntes J; e J,, respectivamente.
A relacdo entre os potenciais e as correntes é dada pela Lei de Ohm, logo

Ji = —D;VV, (2.41)
J.=—D.VV, (2.42)

onde D; e D, sao as condutividades de cada dominio. Em cada ponto do espaco a
corrente total é dada por J; = J; + J., e a menos que exista uma fonte externa de

corrente, esta corrente é conservada, ou seja

V-J,=V-(D;VV;+D.NVV,) =0 (2.43)

O potencial transmembranico em cada ponto é definido como a diferenca do

potencial intracelular para o potencial extracelular

V=V-V. (2.44)

De acordo com o modelo da membrana, descrito previamente, a corrente trans-
membranica é definida como a soma de uma corrente idnica e uma corrente capaci-

tiva, portanto

oV
In =¥ (Oma + 1n> (2.45)

onde y ¢ uma constante utilizada para converter a corrente transmembranica de
unidade de area para unidade de volume. A corrente ibnica I;,, assim como a

capacitancia C,, sao convenientemente medidas por unidade de drea da membrana.

Qualquer corrente que deixa o meio intracelular é uma corrente transmembranica,

assim o tecido estd acoplado de acordo com a seguinte equagao

Vv
X (Cmaa_t + [ion> - V . (DzvV;) (246)

O modelo Bidominio completo pode ser descrito pelas Equagoes (2.43) e (2.46).
Utilizando a relacao V; = V., + V' é possivel eliminar o potencial intracelular das

equagoes

V- (D,V(V.+V)) = x (Cmaa—‘t/ + Lm) (2.47)

V- (D,V(V.+V))+V-(D.VV,) = 0 (2.48)
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e ainda, rearranjando os termos, tem-se

V- (DZVV) +V- (Dzv‘/e) = X (Cmaa_‘: + ]ion) (249)

V. (D;VV)+V-((D;+D,)VV,) = 0 (2.50)

que ¢ a formulacao padrao do modelo Bidominio, proposta pela primeira vez na dé-
cada de 70 por Tung e Geselowitz [38| e bem aceita para descrever o comportamento

elétrico do tecido cardiaco.

Vale ressaltar que a condutividade no coragao nao é a mesma em todas as dire-
coes, ou seja o tecido cardiaco é anisotropico, e portanto D; e D, sao tensores de

segunda ordem.

O musculo do coracao é constituido de fibras, nas quais a condutividade elétrica
é maior no sentido das fibras que sao organizadas em folhas de fibras. Assim tem-se
trés direcoes para a condutividade, sendo elas: paralela as fibras, perpendicular as
fibras mas paralelo as folhas das fibras ou perpendicular as folhas. Para maiores

detalhes das propriedades condutivas do tecido cardiaco veja [35].

2.2.2 Modelo Monodominio

O modelo Bidominio ¢ um sistema de equacgoes diferenciais parciais de dificil
resolucao. Entretanto, é possivel simplificar o0 mesmo e obter um modelo mais
simples que descreve apenas o comportamento do potencial transmembranico V.
Para isso considera-se que os dominios intracelular e extracelular possuem uma taxa
igual de anisotropia, ou seja, D, = AD; onde A é uma constante. Ou ainda, pode-se

dizer simplesmente que as condutividades dos dois dominios sao proporcionais.

Assim é possivel eliminar D, das Equagbes (2.49) e (2.50) e obter

ov
V- (DiVV)+V-(D;VV,) = x <Cma + ]ion) (2.51)
V ‘ (DZVV> + (1 + )\)V . (Dlv%> - 0 (252)
Pode-se reescrever (2.52) como
V. (D:VV,) = — V- (D:VV) (2.53)

(I+A)
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e substituindo em (2.51) vem

oV
V- (D;VV)— V- (D;VV)= Con— + Lion 2.54
DIV~ T OV = (G5 ) @5
e rearranjando os termos
A ov

. DZ V - Cm— [ion 255
¥ PV =x (GG hn) (2.55)

Se o tecido for considerado isotrépico, tem-se

oV
szv =X (Cmg + Iion) (256)

onde D é um escalar.

Como uma simplificacdo do Bidominio, o modelo do Monodominio decrito pela
Equacao (2.55) é mais simples tanto matematicamente quanto computacionalmente,
porém como consequéncia possui algumas limitacoes. Uma delas é a hipotese de
taxas de anisotropia iguais para o meio intracelular e extracelular, pois experimentos
com as condutividades de ambos os meios provam que isto nao acontece. Além disso,
é dificil de se especificar o parametro A para que se obtenha uma boa aproximacao
das condutividades. Portanto o modelo do Monodominio torna-se ttil para analise
e estudos mais simples, ao passo que simulagoes realisticas devem ser realizadas

utilizando o Bidominio.

E importante ressaltar que o termo I,,, nas equacoes anteriores descreve a cor-
rente i6nica na célula, e portanto ird depender do modelo celular utilizado. Para
o modelo de Hodgkin-Huxley por exemplo, I, é descrito pela Equagio (2.26) que
descreve o fluxo de fons de s6dio e potassio e de outros fons agrupados numa corrente

de fuga.

Desta forma é possivel utilizar o modelo Monodominio para representacao do
tecido associado a um determinado modelo celular. Em particular, para o modelo

de Aliev-Panfilov associando a Equagao (2.55) as Equagoes (2.39) e (2.40) tem-se

Cm%—‘; — V- (DVV) = kV(V —a)(V = 1) — ¢V + I, (2.57)
% - <g + u:f‘/> (—r —kV(V —a— 1)) (2.58)

que descreve a propagacao elétrica para células representadas pelo modelo de Aliev-
Panfilov.
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2.3 Acoplamento Excitacao-Contracao

Como ja foi discutido, as células do musculo cardiaco sao excitaveis e possuem a
capacidade de se contrairem quando sao estimuladas. Nesta secao discute-se sucin-
tamente o mecanismo responsavel pela contracao muscular cardiaca, o acoplamento
excitacao-contracao (excitation-contraction coupling). Inicialmente, discute-se um
pouco sobre a estrutura microscopica e a organizacao molecular dos mi6citos com o

intuito de complementar a descricao da contracao.

As células musculares cardiacas possuem uma forma cilindrica com comprimentos
que variam entre 80 e 100 um, didmetros entre 10 a 20 um e sao envoltas pela
membrana celular que separa o espaco extracelular do intracelular. Este tltimo, é
formado pelo niicleo, mitocondria, miofibrila, reticulo sarcoplasmatico, citoesqueleto
e ¢ preenchido pelo sarcoplasma (citoplasma), que contém &agua, lipidios, sais e

proteinas.

Cada miofibrila é formada por uma cadeia de unidades contréateis chamadas de
sarcomeros. As miofibrilas sdo formadas por uma cadeia de unidades contrateis
chamadas de sarcomeros, os quais constituem grande parte do citoplasma e sao for-
mados por dois tipos de filamentos: os filamentos espessos de miosina, os filamentos

finos de actina e os discos Z. A Figura 2.7 apresenta um esquema da organizacao do

sarcomero.
Actina Miosina
BRI ceE L o
== et L
e FEEEEE
l Contragdo
Disco 2
e Rt sees
F=E=ET FREEEE
=== FEEREE

Figura 2.7: Contracao do sarcomero (Adaptado de [16])

A actina é uma proteina globular com locais para ligacdo com a miosina e esta
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envolta pela tropomiosina, de acordo com a ilustracao da Figura 2.8. Cada molécula
de tropomiosina esta ligada a troponina, a qual ¢ uma estrutura composta de trés
subunidades: a troponina I, a troponina T e a troponina C, a qual é responsavel por
iniciar a contracdo muscular. Quando a concentracdo intracelular de calcio (Ca®")
é baixa o complexo formado pelas trés subunidades da troponina atua bloqueando

a interacao da actina com a miosina e como consequéncia o musculo nao se contrai.

Tropomiosiona
Tn |

Troponina Tn C
™mT

Actina

Figura 2.8: Actina, Troponina e Tropomiosina (Adaptado de [16])

O desenvolvimento de tensao durante a contracao acontece quando os miocitos
sao despolarizados, fazendo com que os canais de célcio do tipo-L presentes na
membrana celular se ativem. Assim ira ocorrer um fluxo de fons de céalcio do meio

.. ~ 2+ . .
extracelular para o meio intracelular, aumentando a concentracao de Ca“" no interior

da célula.

A entrada de célcio no meio intracelular ativa receptores no reticulo sarcoplasmé-
tico, o qual € um compartimento especializado em armazenar ions de calcio, fazendo
com que este libere mais calcio no citoplasma. Esse processo é denominado de li-
beracio de Ca®" induzida por Ca*" (CICR - Ca*'-induced Ca®t release) e o seu

resultado ¢ um aumento significativo da concentracio intracelular de Ca®".
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TNl

i

™T

Ligamento ’/’dt:abeca da Miosina
da Miosina  Tropomiosina

Figura 2.9: Ligacao actina-miosina (Adaptado de [16])

Devido as altas concentracdes de calcio no meio intracelular, o Ca*" se liga a
troponina C que se movimenta e muda a posicao da estrutura da troponina fazendo
com que a tropomiosina desbloqueie os canais de ligacao da miosina, conforme ilus-
trado pela Figura 2.9. Finalmente, na presenca de ATP a miosina e a actina se
ligam, formam pontes cruzadas que, a seguir, sao desfeitas e os filamentos finos e
espessos se movem adiante um do outro, ocorrendo o encurtamento do comprimento

do sarcomero que produz tensao mecanica.



Capitulo 3

Elementos de Mecanica do Continuo

A Mecanica do Continuo estuda o comportamento de solidos e fluidos, em escala
macroscopica, desprezando as caracteristicas microscopicas da particula. Portanto
a mecanica do continuo ignora a caracteristica descontinua da matéria, que é cons-

tituida de atomos, moléculas e de particulas menores ainda.

No contexto do presente estudo envolvendo tecidos biologicos tais como a parede
do ventriculo esquerdo, tendo em vista a magnitude das deformagoes que ocorrem
durante sua contragao e expansao, o estudo do comportamento mecanico deste tecido
requer a consideracao de deformacoes finitas. Isto implica uma abordagem que
envolve defini¢oes precisas dentro da mecanica do continuo. Neste capitulo descreve-
se e discute-se conceitos da mecanica do continuo necessérios para a abordagem deste

tipo de problema.

A mecéanica do continuo é dividida no estudo da cinematica, que descreve o
movimento e a deformacao; da tensao e dos principios de balango, que descrevem a

conservacao de massa e energia de um corpo.

Esses principios sao aplicaveis a corpos constituidos por qualquer classe de mate-
rial. Entretanto, estes sao insuficientes para descrever o comportamento mecanico,
pois é necessario estabelecer para cada tipo de material a dependéncia das tensoes
com relacao a varidaveis como a deformacao ou a taxa de deformacao, que sao as

chamadas relacoes constitutivas.



3.1 Cinematica do continuo 26

3.1 Cinematica do continuo

O estudo do movimento de um corpo sem se preocupar com as causas de sua
origem ¢ abordado pela cinematica. Nesta secao, para descrever o movimento de
um corpo deformavel, buscamos definir e identificar as variaveis de interesse para

esse estudo.

A posicao do conjunto de particulas que constituem um corpo, em um dado
instante de tempo, é chamada de configuracao, sendo esta configuracao no instante
t = 0 chamada de configuragao indeformada, enquanto a configuracao no instante
de tempo t é chamada de configuracao deformada. O movimento de um corpo é
descrito através de uma sequéncia de configuragoes em diversos instantes de tempo

t arbitrarios.

A Figura 3.1 apresenta o movimento de um corpo descrito pelas coordenadas X
de seus pontos na configuragao indeformada, ¢ = 0. A configuracao deformada é

definida pelas coordenadas x de seus pontos no instante de tempo ¢t > 0.

X

tempo =1

tempot=0

Figura 3.1: Movimento de um corpo

O movimento pode ser descrito pelo mapeamento ¢ que descreve a dependéncia
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da posicao x das particulas com relacao a posicao inicial X, ou seja

z=¢(X,1) (3.1)

Para um instante de tempo t fixo a Equagao (3.1) representa um mapeamento

entre o corpo indeformado e o corpo deformado, sendo possivel escrever
X = ¢ Yx,t) (3.2)

onde as coordenadas X da posicao inicial sao dadas em relacao a posicao x que as
particulas ocupam no instante corrente, sendo o vetor de deslocamento de um ponto

é definido por u =z — X.

Nos problemas que envolvem pequenos deslocamentos a configuracao deformada
difere pouco da configuragao inicial, o que nao ocorre quando temos grandes deslo-
camentos e/ou grandes deformagoes como nos problemas aqui tratados. Neste caso
é necessario um estudo mais rigoroso sobre as vérias possibilidades que surgem para

as definicoes de deformagao e tensao que podem ser empregadas.

3.1.1 Descricao Material e Espacial

Em casos de problemas como os aqui descritos, quando é necessario diferenciar
entre as configuracoes do corpo, duas possibilidades surgem para a definicao das

variaveis envolvidas na abordagem do problema.

A descricdo material, usualmente empregada na mecanica dos soélidos, utiliza
para descrever o movimento as coordenadas materiais X, conforme a Equagao (3.1).
Neste caso o foco da atencao é o que acontece a particula, a medida que esta se

movimenta.

Por outro lado a descricao espacial utiliza como variavel independente a posicao
x ocupada pelas particulas no tempo ¢, de acordo com a Equagao (3.2). Ao contrério
da descricao material, fixa-se a atengao a uma regiao no espago e estuda-se o que

ocorre nesta com o decorrer do tempo.

Assim os problemas na mecanica do continuo podem ser formulados por uma
descricao material utilizando como variaveis independentes as coordenadas X ou

por uma descricao espacial com as coordenadas x. Os termos descricao material
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e descricao espacial também sao chamados de descricao Lagrangiana ou Fuleriana,

respectivamente.

Em algumas situagoes é necessario expressar uma quantidade descrita espacial-
mente em termos de sua descricao material e vice-versa. Por exemplo, considere a
densidade p na descricao espacial, pode-se facilmente transformar esta quantidade

na descrigdo material usando a Equacdo (3.1), como

p(m,t) = ﬂ((b(X,t),t) (33)

3.1.2 Gradiente de Deformacao

Uma medida importante na analise de deformacoes finitas ¢ o gradiente de de-

formacao que ¢ definido por

afEi
Fy =
170X,

=Vo; onde i,7=1...3 (3.4)

Assim Fj; sao as componentes de um tensor de segunda ordem, nao necessaria-
mente simétrico, chamado gradiente de deformacao e representado por F' podendo-se

definir o inverso de F por
1 0X;

_ _ —1
TR T (3.5)

Considerando um segmento material dX na configuracao indeformada o gradi-
ente de deformacao transforma-o em um segmento dx na configuracao deformada,

através da operacao
de = FdX (3.6)

De forma inversa, o segmento material d X pode ser obtido a partir de d& como

dX = Fldz (3.7)

3.1.3 Tensores de Deformacao de Green-Lagrange e Euler-

Almansi

Embora o tensor gradiente de deformacao apresentado seja importante na analise

de deformacao, este nao é uma medida de deformacao apropriada, ja que as suas
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componentes nao sao iguais a zero quando o corpo sofre um deslocamento de corpo
rigido. Desta forma, é necessario, ao se definir tensores de deformagao, verificar se

estes satisfazem essa propriedade.
Considere dois segmentos dX; e dX 5 que se deformam em dx; e dxs, logo

Assim, calculando o produto escalar dos segmentos deformados tem-se

de,-dxy = FdX, -FdX,=FdX, FdX,
= dX,-F'FdX,
= dX, - CdX, (3.10)

Define-se entdo o tensor direito de Cauchy-Green dado por C = FTF e de forma
anéaloga define-se o tensor esquerdo de Cauchy-Green b = FF' a partir do produto

escalar dos segmentos indeformados dX | e dX,. Assim

dX,-dXy=dz, b 'dz, (3.11)

Como medida de deformagao pode-se considerar a mudanca do produto escalar
destes vetores quando eles passam de d X e dX 5 para dx, e dxs, respectivamente.

Usando (3.10) e fazendo a diferenca tem-se

d$1'd$2—dX1'dX2 = dX1CdX2—dX1dX2

Assim define-se o tensor de deformagao de Green-Lagrange E por

1 1
E=(C—1I)=(F"F-1I) (3.13)

Uma outra medida de deformacao possivel é o tensor de deformacao de Euler-
Almansi, definido por e. A mesma mudanca no produto escalar dos vetores pode

ser escrita utilizando este tensor, como

d.’Bl : dwg — dX1 . dX2 = Zd.’Bl - e d$2 (314)
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sendo o tensor de deformacgao de Euler-Almansi e dado por

e= %(I -b (3.15)

Estes tensores sao medidas adequadas de deformacao, ji que durante um movi-
mento de corpo rigido F = I (e consequentemente C = b = I), tem-se que E = 0,
assim como e = 0, ou seja, para movimentos sem deformacao estes tensores sao nu-

los.

3.1.4 Mudanca de Volume

Para descrever a mudanga de volume durante uma deformacao finita, considere
um volume infinitesimal na configuragao inicial dado por dX; = dXe;, dX, =
dXses e dX3 = dXzeg. O volume material dV formado por estes trés vetores é

claramente dado por
dV = dX;dX,dX; (3.16)

Apos a deformacao, os segmentos dX i, dXo e dX3 deformam-se, respectiva-

mente, em dx, dxs e des através da definicao do gradiente de deformagao. Assim

99

Ty X, X, X1 (3 7)
¢
p— F = —-— .1
d, AX, = Fi-dX, (3.18)
doy = FdXs— 224x (3.19)
S PTax, P '

O produto triplo destes vetores fornece o volume deformado dv como
00 (90 90
0X1 \0X, 0X;

dv = d$1 . (d$2 X d$3) = > XmdXQng (320)

Como o produto triplo é o determinante de F', pode-se escrever a mudanca de

volume em termos do Jacobiano J = det F', como

dv = JdV (3.21)

3.1.5 Mudanca de Area

Com o intuito de descrever a mudanca de area considere um elemento de area

dA = dA N na configuracao inicial, que ap6s o movimento e deformacao se torna
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da = dan e ainda um vetor arbitrario dL que se deforma em dl, conforme mostrado

pela Figura 3.2.

S e e e e -

_____

Figura 3.2: Mudanca de Area

Os volumes iniciais e finais do elemento sao dados por

dV. = dL-dA (3.22)
dv = dl-da (3.23)

Usando a Equagao (3.21) tem-se
JdL-dA = dl-da (3.24)

e lembrando que o segmento dL se transforma de acordo com o gradiente de defor-

magao, ou seja, dl = FdL, pode-se reescrever a Equacgao (3.24) como
JdL-dA = (FdL) - da (3.25)

Utilizando a definicao do transposto de um tensor de segunda ordem pode-se

reescrever a Equacao (3.25) como
JdL-dA — (FdL)-da = 0 (3.26)
JdL-dA —dL-F'da = 0 (3.27)
dL - (F'da — JdA) = 0 (3.28)
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Como a relacao anterior é valida para qualquer vetor dL, tem-se

F'da —JdA =0 (3.29)

Pré-multiplicando a Equacao (3.29) por F~7, pode-se estabelecer uma relacio

entre a mudanca de area dos elementos como

da=JF TdA (3.30)

3.1.6 Velocidade e Derivada Material

Nesta secao os conceitos de velocidade e derivada material no tempo sao definidos
tendo em vista o seu uso no principio dos trabalhos virtuais, o qual é obtido em
termos da velocidade virtual. Com este proposito, derivando a Equagdo (3.1) com
relacao ao tempo, obtem-se a velocidade v como

9(X, 1)
X, t)=——7—-=- 3.31
o(X,1)= 2 (331)
A equagao anterior também pode ser definida como funcao da posicao x usando
a relagao (3.2), isto ¢é
v(z,t) = v(¢ ' (z,1),1) (3.32)

O tensor gradiente de velocidade é definido como a derivada da velocidade na
descricao espacial com relacao as coordenadas espaciais, isto é

_ ov(x,t)

l
ox

— Vv (3.33)

A taxa de variacao do gradiente de deformagao pode ser escrita como

N
N
- a_X(E) (3.35)
_ g_;’(:vov (3.36)

onde V(o) = 0(e)/0X representa o gradiente com relagdo as coordenadas iniciais.
Através da regra da cadeia obtem-se
_Jdv 0v dp

F=oo=o ox=IF (3.37)
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3.1.7 Taxa de Deformacao

Considere os vetores materiais dX; e dX, que se transformam em dx; e dx,
respectivamente, como descrito em (3.8) e (3.9). Sendo assim, com a relacio 2E =
(C — I), a derivada no tempo de (3.10) é

d . .

onde E é a derivada com relacao ao tempo do tensor de deformacao de Green-
Lagrange, chamado de tensor taxa de deformacao material. Este tensor pode ser
escrito com relacao a F como

. 1. .
E=-C= 5(FTF + FTF) (3.39)

N | —

Para se obter a taxa de deformacgao na descricao espacial considere o inverso

de (3.8) e (3.9), ou seja
dX,=F'dz, dX,=F 'dz, (3.40)

as quais introduzidas em (3.38) fornecem

1 .
5%(d$1 . dﬂ')g) = diBl . (FiTEFil)dCBQ (341)

onde define-se a expressao entre parénteses do lado direito da equagao anterior como
o tensor taxa de deformacao d. Este tensor pode ser escrito como a parte simétrica

do tensor gradiente de velocidade
1 T
d = §(l +1) (3.42)
usando a relacdo F = IF em (3.41), isto é

d = FTEF!

1 . .
— ~FT(F F+F'F)F!

= -F " (F'I"F+F"IF)F!

N~ N Do

(17 + 1) (3.43)
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3.2 Tensao

Devido ao movimento e deformacao de um corpo, interagoes entre suas partes
ocorrem e uma medida dessas interagoes ¢ a tensao, que na configuracao de equilibrio

(apos a deformagao) é definida como a taxa de forga por unidade de area.

No caso em que as deformacoes sao finitas varias medidas sao possiveis para a
definicao do tensor de tensdes. Sendo assim, define-se nesta secao além da tensao
de Cauchy, definida como forca por unidade de adrea deformada, tensores de tensao
alternativos como o primeiro e o segundo tensor de Piola-Kirchhoff, que permitem

expressar a tensao com relacao a configuracao indeformada de diferentes formas.

3.2.1 Tensao de Cauchy

Considere um corpo na sua configuracao deformada como mostra a Figura 3.3.
Suponha que o corpo foi dividido nas regides R; e Ry para se estudar a acao das
forcas de uma regiao na outra. Sendo assim considere o ponto p contido na superficie

de Ry, no elemento de area Aa cujo vetor normal é n.

Xa

Figura 3.3: Vetor tensao

Se Ap é a forca resultante nesta area, entao o vetor de tensao t correspondente

a normal n no ponto p é definido por

A
t(n) = lim_ A—’; (3.44)
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No ponto p existe um vetor t(n) associado a cada plano de separacdo do corpo
que passa por p. Dado um sistema de coordenadas cartesianas retangulares, cujos
vetores base sao formados por e;, tem-se um vetor de tensao associado a cada vetor
base. t(e1) é o vetor tensdo associado a dire¢do ey, assim como t(ey) e t(e3) estdo

associados as direcoes e, e eg, respectivamente.

Escrevendo os vetores t(e), t(es) e t(e3) em componentes no sistema de coor-

denadas e;, tem-se

t(e;) = one;+ones +oizeg (3.45)
t(e.?) = O091€; + 092€g + 093€3 (3.46)
t(ef?) = 031€; + 032€ + 033€3 (3.47)

Pode-se reescrever esta equacao da seguinte forma
tin) =on (3.48)

onde o é um tensor de segunda ordem, conhecido como tensor de tensao de Cauchy,
que relaciona forcas por unidade de area na configuracao deformada. Como um
tensor de segunda ordem, pode-se escrever o tensor de Cauchy como
011 012 013
O = | 021 022 023 (3.49)

031 032 033

Tendo em vista o principio de conservacao do momento angular é possivel concluir

que o tensor de tensao é um tensor simétrico, portanto

o=o" (3.50)

As quantidades 05, sao chamadas de componentes de tensao, sendo 0y, a com-
ponente de t; na direcdo de e;. As componentes 011, 02 € 033 s20 chamadas de
tensoes normais, enquanto as demais componentes o9, 013 € 093 sao chamadas de

tensoes de cisalhamento.

3.2.2 Primeiro tensor de Piola-Kirchhoff

Como dito anteriormente, em algumas ocasioes é mais conveniente utilizar um

tensor de tensao definido em termos da configuragao inicial.
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Desta forma, considere um elemento de superficie que na configuragao indefor-
mada tenha area dA e vetor normal unitario N e que apos a deformacao tenha area

da e normal n. Tem-se a seguinte relacao
nda=JF T NdA (3.51)

onde J = det F.

A relacao (3.44) estabelece que o vetor tensao t relaciona forca por unidade
de area na configuracao deformada. Pode-se estabelecer outras medidas de tensao

através de um vetor de tensao e um vetor normal n ou N.

Sendo assim considere o vetor tensao

to=—t (3.52)

Como tda descreve a forca dp atuando na superficie deformada de area da,
pode-se escrever

dp = todA = tda (3.53)

Define-se entao o primeiro tensor de tensao de Piola-Kirchhoff, P, através do
vetor de tensao ty como
to=PN (3.54)

e utilizando as Equagoes (3.48) e (3.51) tem-se

da da _7
Como as Equagoes (3.54) e (3.55) sao validas para qualquer N tem-se que o

primeiro tensor de tensao de Piola-Kirchhoff é dado por
P=JoF " (3.56)

onde P é um tensor de segunda ordem, nao simétrico, que descreve forgas correntes

por unidade de area da configuracao indeformada.

Pode-se ainda definir o tensor de tensao de Cauchy como o inverso da relacao
(3.56), isto ¢
o=J'PF" (3.57)
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3.2.3 Segundo tensor de Tensao de Piola-Kirchhoff

Definindo um vetor de tensao como
to=F 't (3.58)
o segundo tensor de tensao de Piola-Kirchhoff S, pode ser definido por
to=SN (3.59)

onde N é o vetor normal a area dA da configuracao indeformada. Pode-se relacionar

o tensor S aos tensores o e P através de

to = F 't

= JF'oF "N (3.60)

E comparando (3.59) com (3.60) tem-se
S=JF'cF"=F'P (3.61)

onde S ¢ um tensor de segunda ordem. Ao contrario de P, o tensor S é simé-
trico e descreve forcas projetadas na configuracao indeformada por unidade de area

indeformada.

Pode-se expressar o tensor de tensao de Cauchy como o inverso da expressao

para o segundo tensor de tensao de Piola-Kirchhoff, como

o=J'FSF" (3.62)

Da Equagao (3.61) pode ser observada uma relacao entre o primeiro tensor de
tensao de Piola-Kirchhoff P com o segundo tensor de tensao de Piola-Kirchhoff S
dada por

P=FS (3.63)
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3.3 Principio da Conservacao da Quantidade de Mo-

vimento Linear

Muitas das leis da fisica podem ser escritas como principios de balango ou leis
de conservacao, que estabelecem que alguma quantidade fisica como por exemplo a

massa, a carga elétrica ou momento é conservada.

O principio de conservagao da quantidade de movimento linear estabelece que a
taxa de variacao do momento linear de um corpo ¢ igual a forca resultante aplicada
a este. Para o caso estético, no qual as forcas de inércia sao ignoradas, a conservacao

do momento linear fornece a equacdo de equilibrio de Cauchy.

Para se obter a equacao de equilibrio de Cauchy de um corpo deformével, con-
sidere este em sua configuracao deformada, e seja v o seu volume e Jv o contorno
do corpo. Considere que o corpo sofre acao de forcas de corpo f por unidade de
volume, como por exemplo a forca gravitacional, e também forcas de superficie ¢

por unidade de 4rea atuando no contorno Ov.

Para o equilibrio estatico ser satisfeito, desconsidera-se a presenca de forcas de

inércia, e portanto o somatoério de todas as forcas atuando no corpo deve ser nulo.

/8vtda+/vfdv:0 (3.64)

Usando (3.48) a expressao anterior pode ser reescrita em funcao das tensoes de

l;anmpglfdv:o (3.65)

Através do uso do teorema de Gauss (ou teorema da Divergéncia), que converte

Cauchy como

uma integral de superficie em uma integral de volume, pode-se escrever a integral
do primeiro termo da Equacdo (3.65) como uma integral de volume e agrupando os

termos, tem-se

/me+fﬁw:0 (3.66)

v

A equacao anterior estabelece uma relacao que é valida em todo o dominio do
corpo. Se a expressao é valida em todo o corpo a mesma deve ser valida para cada

subregiao do mesmo, concluindo-se que esta é entao valida para cada ponto, de modo
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que pode-se escrever

divo +f =0 (3.67)

3.4 Relagoes constitutivas

As equacgoes apresentadas até o momento se aplicam igualmente para todos os
tipos de materiais. Entretanto, elas sao insuficientes para descrever completamente

o comportamento mecanico de um determinado material.

Para completar a descricao das propriedades mecanicas de um material especi-
fico é necessario o uso de equacgoes adicionais chamadas de equacoes constitutivas.
Estas equacoes sao especificas para um determinado material ou para uma classe de

materiais.

Estas equacoes descrevem a dependéncia existente entre tensao de um corpo e a

deformacao que o mesmo sofre.

As equacoes constitutivas procuram descrever determinados comportamentos de
um material em questao através de estudos experimentais. Pode-se dizer que des-
crever de forma exata o comportamento do material é impossivel, pois as equagoes

constitutivas sao aproximagcoes do comportamento do mesmo.

Inicialmente, a elasticidade linear é discutida de forma simples e objetiva com o
intuito de fornecer uma introducao para a modelagem de relacoes constitutivas. Em
seguida, materiais hiperelésticos sao considerados e alguns modelos para estes, tais

como o modelo de Mooney-Rivlin e o modelo Neo-Hookeano, sao apresentados.

3.4.1 Elasticidade Linear

Muitos materiais como os metais, a madeira, o concreto, entre outros, podem
ser modelados utilizando a teoria da elasticidade linear. Dentro desta teoria os
materiais possuem a propriedade de sofrerem pequenas mudancas de forma quando
submetidas a forgas externas e voltarem a sua forma original quando estas forcas

sao removidas.

Para descrever a elasticidade linear, considere um simples experimento com uma
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barra de comprimento [ e didmetro d. Ao aplicar uma carga F' na direcao axial da
barra, esta se deforma, alongando-se uma quantidade Al e o seu didmetro inicial se

reduz de uma quantidade Ad.

Assim, pode-se dizer que a relacao linear entre deformacao € e tensao o em uma

barra unidimensional obedece a Lei de Hooke e portanto pode ser definida como
o= —¢ (3.68)

onde E é o de mddulo de elasticidade ou modulo de Young. A medida de deformacao
€ é a razao entre a mudanca no comprimento da barra Al e o comprimento inicial [
da mesma, logo

A (3.69)

Outra constante importante associada ao material é o coeficiente de Poisson,
que relaciona a deformacao lateral (Ad/d) a deformacdo axial (Al/l). Denotando o
coeficiente de Poisson por v tem-se
—Ad 1

= (3.70)

V=

Soélidos elasticos lineares possuem uma energia interna por unidade de volume
definida por uma funcao W, chamada de funcao energia de deformagao. A funcao
W satistaz a propriedade de depender apenas do tensor de deformacao infinitesimal
(ou linear) e pode ser descrita por uma aproximagao quadratica das componentes

deste tensor como

W = %ijl €ij Eki (3.71)
onde C’ijkl sao constantes.
Assim, pode-se chegar a
Oij = g:z (3.72)

que da origem a uma forma da Lei de Hooke generalizada para descrever a relacao
entre o tensor de tensao o e o tensor de deformacao linear € no espaco tridimensional
como

0i5 = Uikl €kl (3-73)

onde C' é um tensor de quarta ordem conhecido como tensor de elasticidade. Por

esta equacao fica 6bvio a dependéncia linear da tensao com relacao a deformacao.
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3.4.2 Elasticidade Nao-Linear

A teoria da mecéanica do continuo dentro do contexto linear possui varios modelos
desenvolvidos, aplicados e testados adequadamente a uma série de problemas com
diferentes materiais. Entretanto, para materiais como os tecidos biolégicos a relagao
entre a tensao e a deformacao é nao-linear. Para descrever o comportamento destes

materiais relacoes constitutivas apropriadas precisam ser estabelecidas.

3.4.3 Materiais Hiperelasticos

Relagoes constitutivas nao-lineares de um material hipereldstico advém de uma
funcgao energia de deformacao W. Assim, define-se que W depende de alguma forma

das componentes do gradiente de deformagao F};, de modo que pode-se escrever

W =W(F,;) = W(F) (3.74)

Se o corpo em questao sofre uma rotacao de corpo rigido apo6s a deformacao a
sua funcao energia de deformacao nao deve mudar. Sendo assim, considere uma
particula inicialmente na posicao X e que apdés o movimento se encontra na posicao
x. Agora suponha que a mesma particula se mova para € = Q-x, onde @ representa

um tensor ortogonal.

Logo
8$i
F, = 3.75
e (3.75)
_ oT;
F, = 3.76
X, (3.76)
Entao
_ oz, _
Fi = Qija_)(r = Qi; Fjr ou F=Q--F (3.77)

Desta forma, para qualquer tensor ortogonal @, a funcao W deve obedecer a
W(F)=W(Q - F) (3.78)

0 que representa uma restricao na escolha da funcao W.
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Através do uso do teorema da decomposicao polar, que permite escrever o gra-
diente de deformagao como F = R - U, onde R é um tensor ortogonal de rotagao

e U é um tensor que representa apenas a deformacao, tem-se

W(F)=W(Q R-U) (3.79)

Como Q é um tensor ortogonal qualquer, em particular pode-se considerar @ =
R”, assim

W(F)=W(R" - R-U)=W(U) (3.80)

Desta forma W depende apenas das seis componentes do tensor simétrico U.
Como existe uma relacdo tnica entre U e C, dada por C = U?, pode-se escrever
W como uma funcao de C. Entao para que a funcao W seja independente de uma

rotacao de corpo rigido é necessario que ela seja da forma
W =w(C) (3.81)
onde, fica claro que W nesta equac¢ao nao é o mesmo que na Equagao (3.74).

As equacoes constitutivas escritas em termos do primeiro e segundo tensor de

Piola-Kirchhoff ficam mais simples, e possuem a seguinte forma

oW S”_8W+8W_26W
J an’j7 v GC’U QC’N B (9C'U

P (3.82)

3.4.4 Materiais Hiperelasticos Isotrépicos

Quando um material sofre deformagao e seu comportamento é idéntico em todas
as direcoes este material é chamado de isotrdpico. As borrachas, por exemplo, podem
ser vistas como um material que apresenta este tipo de comportamento. Neste caso
é necessario restringir a funcao energia de deformacgao do material para atender essa

propriedade.

Considere uma particula X na configuracao inicial que se move para x através
de ¢(X,t). Nosso interesse é estudar o efeito de um movimento de corpo rigido
imposto na configuracao inicial. Assim, na posicao inicial o corpo é transladado

pelo vetor ¢ e rotacionado pelo tensor ortogonal Q, de acordo com

X*=c+ QX (3.83)
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Seja também um outro movimento, denotado por x = ¢*(X*,t), que leva a

particula de X ™ para x, ou seja

z = ¢(X,t) = ¢"(X",1) (3.84)

O gradiente de deformacao é obtido através da regra da cadeia, como

ox oxr 0X* ox

F pu— pu— pu— p— F* .
0X 0X"o0X 0X7 @ @ (3.85)
Como @ é ortogonal, tem-se que
F*=FQ" (3.86)

Portanto um material hipereléstico ¢ isotropico com relagao a configuracao in-
deformada se os valores da fungdo W (F') e W(F™) forem os mesmos para qualquer

tensor ortogonal @. Ou seja,
W(F)=W(F*)=W(FQ") (3.87)
Portanto, quando a um corpo é imposto uma translagao e/ou uma rotagio e a sua
funcao energia de deformagao for a mesma, este material é considerado isotropico.

Caso contrario, quando a relagdo (3.87) ndo é satisfeita, o material é considerado

anisotropico.

Como foi mostrado anteriormente que W = W(C), a restrigao para que o ma-

terial seja isotrépico impoe que
wW(C)=Ww(C") (3.88)
e como C = FTF, tem-se que C* = F*" F*. Assim (3.88) se torna

W(C) = W

QF'FQ") (3.89)

E como C = FTF tem-se

W(C)=w(QCQ") (3.90)
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Se (3.90) for satisfeita diz-se que W & um invariante do tensor simétrico C. Se
W é invariante com relacao a uma rotacao, a funcao pode ser escrita em termos dos
seus invariantes principais, ou seja, em termos dos invariantes de C ou b, denotados

por I;(C) e I;(b), com i = 1,2, 3, respectivamente.

Sendo assim
W =W(L(C), [»(C),15(C)) = W(li(b), r(b), I5(b)) (3.91)

pois conforme mostrado por [18] os tensores C e b possuem as seguintes propriedades

1(C) = I(b) (3.92)
1,(C) = I,(b) (3.93)
1,(C) = Iy(b) (3.94)

Logo para determinar a relagao constitutiva para materiais isotropicos é necessé-
rio calcular a derivada de W com relacao ao tensor C'. Utilizando a regra da cadeia,

tem-se

OW(C) _ W aL  OW Ol | W dl,

= 3.95
oCc oL oCc " aLac Tl aC (3.95)
As derivadas dos invariantes principais com relacao a C' sao
ol
—_— =7 3.96
5C (3.96)
01y
— = LI-— .
9C 1 c (3.97)
013 1
— = 1 .
9C 3C (3.98)
e substituindo-as na Equacdo (3.95) tem-se
ow ow ow ow ow
S=2—=2||—+L— |I-—+C+1L—C"! 3.99
oC [(8[1 * 1012> a1, = ", } (3.99)

Utilizando a Equagdo (3.62) pode-se obter uma expressao para a equacao cons-

titutiva em termos do tensor de tensao de Cauchy como

ow ow ow ow
= 2] o I+ (o + [ | b — b2 1
o J {3313 +(8II + 18[2>b 81‘2()} (3.100)
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3.4.5 Materiais Hiperelasticos Incompressiveis

Existem alguns materiais que sao capazes de sustentarem grandes deformacoes
sem sofrerem uma mudanca de volume considerével. Estes materiais sao chamados
de incompressiveis e seu tratamento matematico dentro das relagoes constitutivas é

o foco desta secao.

Materiais incompressiveis mantém o seu volume durante um movimento e defor-

macao e esta restricao é caracterizada matematicamente por
J=detF =1 (3.101)

onde F é o tensor gradiente de deformacao. A equacao anterior resulta em I3 = 1,

onde I3(C) = I3(b).
A funcao energia de deformacao W pode ser reescrita como
W =W(I, L) — %p (I3 —1) (3.102)
onde p/2 é um multiplicador de Lagrange indeterminado.

Para obter a relacao constitutiva através do segundo tensor de tensao de Pi-
ola Kirchhoff § a equacao anterior precisa ser derivada com relacao ao tensor C.
Procedendo da mesma forma pela qual se obteve (3.99) tem-se

ow oW oW
S=-pCt+2|—+0L—|I-2—C 3.103
pe T (mﬁ 105) a1, (3.103)

onde I3(0W/0I3) = —p/2 foi utilizado.

Utilizando a Equacao (3.62) tem-se que o tensor de tensdo de Cauchy pode ser

escrito como

oW )% oW
= pl+2| —+1,— | b — 2—b? 3.104
o=-pit (azﬁ 1312> a1, (3.104)
ou co1no . .
oW oW
= pIl+2—b—2—>b"" 1
o pI + 011b a[2b (3.105)

através de uma relacio existente entre b” e b~ de acordo com [18].

3.4.6 Tensor de Elasticidade

Em problemas nao-lineares na andlise de grandes deformacoes e grandes deslo-

camentos a solucao ¢ obtida utilizando um procedimento incremental-iterativo do
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tipo Newton. Assim, dentro deste contexto é necessario que a relacao constitutiva

seja linearizada.

Considere o segundo tensor de tensao de Piola-Kirchhoff § em um certo instante
de tempo ¢t como uma funcao tensorial cujo argumento ¢é o tensor C'. O seu gradiente
é denotado por

1§ =C: Jdc (3.106)

onde

85(0) ou Capop =2 05ap

oC 0Cecp

é um tensor de quarta ordem.

C=2

(3.107)

Assim se o material é hiperelastico e definido por uma funcao energia de defor-
macgao W, o tensor S é obtido como S = 20W /0 C, e consequentemente
oPW O*W

gcoc v Casop =dger e (3.108)

O tensor de elasticidade C esta em funcao do tensor S, logo este estd na des-
cricao material e pode ser chamado de tensor de elasticidade material. O tensor de

elasticidade espacial c é dado pela seguinte operagao
Caved = J FoaFypFoc FapCapen (3.109)
onde J é o determinante do gradiente de deformacao.

E importante ressaltar que ambos tensores C e ¢ como tensores de quarta ordem

possuem 81 coeficientes, entretanto a seguinte simetria é valida para ambos

C’ABCD = C'BAC’D = C1ABDC (3110)

que reduz para 36 o nimero de componentes independentes. Caso o material seja

hiperelastico a seguinte simetria também é vélida
C= CT ou CABCD = CCDAB (3.111)

e finalmente o tensor pode ser definido com apenas 21 componentes.

3.4.7 Material do tipo Mooney-Rivlin

As equacoes descritas até entdo se referem de forma genérica a um material

hiperelastico isotropico incompressivel. Um modelo muito utilizado dentro desta
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classe de materiais é o modelo de Mooney-Rivlin, cuja funcao energia de deformacao

possui a seguinte forma
W =1 (I, = 3) + co(I, — 3) (3.112)

onde c¢; e ¢y sao constantes especificas do material e I; e I, sao os invariantes do

tensor de deformacao direito de Cauchy-Green.

E importante ressaltar que na auséncia de deformacao quando F = I os invari-
antes sao [; = I, = 3 e portanto a fungao energia de deformacao é nula, consistente

com o resultado esperado.

3.4.8 Material do tipo Neo-Hookeano

Um outro tipo de material é dado pela seguinte forma da funcao energia de

deformacao

A

a qual descreve o material conhecido como Neo-Hookeano, que apresenta caracteris-

ticas que podem ser identificadas com as propriedades do material linear elastico.

3.5 Estado Plano de Tensao

Dentro do contexto da mecanica do continuo alguns problemas bidimensionais
envolvendo membranas finas podem ser modelados como um caso de estado plano
de tensao, no qual a tensao normal ao plano formado por z; e x5 é nula, isto é,
S33 = 0. Considerando que Ci3 = Cy3 = 0 o problema se reduz ao de encontrar
um estado de tensao bidimensional e estuda-se deformacoes simétricas em relagao a

espessura do corpo.

Neste caso o tensor de deformagao direito de Cauchy-Green C' ¢é dado por

Cll 012 0 h2
C - 021 022 O 033 - ﬁ (3114)
0 0 (i3

onde h e H sao as espessuras da membrana nas configuracoes deformada e indefor-

mada, respectivamente.
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A condicao de incompressibilidade impoe que
detC =13=1 (3.115)

logo
ng(CHCQQ - 012021) - 1 (3116)

Utilizando a restrigao de que a tensao normal ao plano é nula, ou seja, S33 = 0,
¢ possivel encontrar uma expressao explicita para a pressao hidrostatica p. Substi-
tuindo esta expressao na equagdo constitutiva e utilizando (3.116) encontra-se uma
expressao para o tensor de tensao em duas dimensoes. Por exemplo, para o material

do tipo Neo-Hookeano o segundo tensor de tensao de Piola-Kirchhoff é dado por
S =2c(I—Cy3C ) (3.117)
onde o traco sobre os tensores denota suas componentes 2 X 2.

A equacao constitutiva para o material do tipo Mooney-Rivlin pode ser encon-

trada em [37] escrita na forma matricial utilizando a notagao de Voigt 7], como

Sit 1 Cys
See | = 2¢ 1| +C5 | oy
Si 0 —Chp
1 Co
+ 20| Cs| 1| +[1-ChL(Cu+Cn)] | Oy (3.118)
0 —Chy

e a relacdo entre os incrementos de tensao e de deformacao dada pelo tensor de

elasticidade C, na descricao material, é

C2, C11Cp —CioChs 0 -1 0
C = 4¢,C3 | 2053 C?  —CuCy |+ -1 0 0
sim. Cc?, 0 0 1
C3, C11Cy —C15C%
+ 4cy C% | 2C33(Chy + Cyy) C%  —CCyy
sim. C%,
0 -2 0 —2C 0%?3 Cia
+ (Cn+Cn)| =2 0 0 |+]| & -20u Co (3.119)
0 0 05 Cio Cia —5ir
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Para se obter a tensao de Cauchy o e o tensor de elasticidade espacial c relativo ao
material do tipo Mooney-Rivlin, utiliza-se as operagoes dadas pelas Equagoes (3.109)
e (3.109), respectivamente. Para mais detalhes sobre a formulacao de problemas em

estado plano de tensao consulte [28].



Capitulo 4

Acoplamento Eletromecanico

O coragao funciona como uma bomba que transporta sangue para o corpo através
da contracao de seus ventriculos. A contracao dos musculos cardiacos ocorre através
da propagacao de uma onda elétrica pelos mio6citos, que de forma sincronizada se
contraem, possibilitando que os ventriculos bombeiem o sangue. Desta forma, o
coragao pode ser visto como uma bomba eletromecanica, na qual a atividade elé-
trica estimula e inicia a atividade mecanica de contracao do 6rgao, que por sua vez

também influencia a propagacao da onda elétrica.

A modelagem matematica tem sido utilizada como ferramenta para investigar
a atividade elétrica no coracao, assim como para estudar arritimias e outros dis-
tarbios cardiacos. Os modelos que descrevem o comportamento elétrico do coragao
vém sendo aprimorados durante os ultimos anos e sao capazes de reproduzir varios
resultados experimentais. Entretanto, a maioria dos estudos esta relacionada ao
comportamento elétrico do coracao sem levar em consideragao a contracao cardiaca.
Existem ainda modelos que se focam puramente no comportamento mecanico do co-
racao e estudam propriedades materiais do misculo cardiaco, como a relacao entre
tensao e deformacgao. Alguns destes descrevem e propoem modelos para a geometria

da anatomia cardiaca.

Alguns dos modelos computacionais que foram desenvolvidos para estudar o
efeito da atividade elétrica na contragao ventricular foram propostos por [26] e [17].
Entretanto, estes nao descrevem a resposta da atividade mecanica na atividade elé-

trica. Por outro lado, alguns estudos modelam apenas o efeito da mecanica na eletro-
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fisiologia cardiaca [39] sem descrever os efeitos do acoplamento excitagao-contragao.
Um estudo feito por [20] apresenta uma modelagem com o efeito eletromecanico
e a resposta mecano-elétrica. Entretanto, de acordo com [27] o modelo apresenta

resultados limitados.

O objetivo deste capitulo ¢ apresentar um modelo computacional, inicialmente
proposto em [27] e [24], para estudar os efeitos combinados da mecénica cardiaca
e da atividade elétrica. Para isso, inicia-se o capitulo com a descricao matematica
dos efeitos da propagacao elétrica na contracao e em seguida a resposta da defor-
magao mecanica nas propriedades da propagacao elétrica é discutida. Por fim, uma

estratégia para a solucao do problema acoplado é descrita.

4.1 FEfeito Eletromecanico

Para descrever os efeitos da excitagao na contracao é necessario entender como
uma tensao ativa, que serd responsavel pela contracao do tecido, se forma nos mio-
citos quando estes se despolarizam. Conforme descrito no Capitulo 2, quando a
célula se despolariza ocorre um fluxo de ions de célcio para o interior desta que em
seguida libera mais célcio no citoplasma através do reticulo sarcoplasmatico. Em

~ 24 . R . . .
altas concentragoes de Ca“", este se liga a troponina C que permite que a actina se

ligue & miosina e como resultado a célula se contrai, produzindo uma tensao.

4.1.1 Tensao ativa

No presente trabalho, detalhes biofisicos do acoplamento eletromecénico, como
por exemplo, a concentragao intracelular de [Ca*|, entre outros fatores que influ-
enciam o desenvolvimento da tensao ativa foram ignorados. De forma mais simples,
foi suposto que o desenvolvimento da tensao ativa depende diretamente do potencial

transmembranico V.

Desta forma, o estado total de tensao é modelado como a soma da tensao ativa
com a tensao passiva, que é uma caracteristica intrinseca do material que compoe

o tecido cardiaco. Denotando a tensao ativa por o, e a tensao passiva por o, , o
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estado total de tensao é dado por
o=0,F)+o0,F,V) (4.1)

onde F ¢é o gradiente de deformacdo. O termo o,(F') representa a dependéncia da
tensao passiva em relacao a uma medida de deformacao do material que depende
de F, como por exemplo, os tensores C e b, enquanto que a tensao ativa o,(F,V)

depende também do potencial transmembranico V.

A parcela o, que representa a tensao ativa é modelada como o, = 0,1 através
do uso de uma nova variavel o, introduzida como uma EDO, que depende de V', no
sistema de equagoes do modelo elétrico. Esta equagao tem a forma [27]

doy,
ot

=e(V)(krV — 04) (4.2)

onde kr é uma constante que controla a amplitude da tensao ativa gerada. A funcao
€(V) é definida por
€0 paraV < 0.05,
e(V) = (4.3)
10¢y para V> 0.05
com ¢y = 1. Esta funcao controla o atraso no desenvolvimento da tensao ativa

quando V' < 0.05 e na recuperacao da tensao ativa quando V' > 0.05 com relagao ao

potencial de acao.

4.1.2 Propriedades mecanicas da tensao passiva

A tensao passiva é gerada como consequéncia da deformacao do tecido e é de-
terminada pela relacao constitutiva do material, a qual expressa de forma sucinta a
relacao entre os tensores de tensao e deformacao através de observagoes experimen-

tais.

De acordo com [26] os tecidos biologicos sao anisotropicos e nao homogéneos,
apresentam propriedades dependentes do tempo e ainda possuem um comporta-
mento nao-linear em um regime de deformacgoes finitas. Portanto, é necessario
incorporar a anilise de deformacoes finitas para a modelagem e estudo do com-

portamento mecanico deste tecido.

Como dito anteriormente, o tecido cardiaco ¢ formado por uma camada de fibras,

e portanto tanto do ponto de vista da propagacao elétrica, que é maior no sentido
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das fibras, quanto da deformacao mecanica o tecido é anisotropico. Consideramos
aqui, o comportamento mecanico do tecido tratado de forma mais simples como um
solido elastico isotropico e incompressivel. Desta forma, este é modelado como um
material hiperelastico, capaz de sofrer grandes deformagoes de aproximadamente
15% a 25%, consistente com o regime de contragao cardiaco conforme a referéncia
[30].

A tensao para um material hiperelastico é dada através da definicao de uma
funcao energia de deformacao W como

oW

S=3¢C

(4.4)

onde S é o segundo tensor de tensao de Piola-Kirchhoff e C é o tensor direito de

deformagao de Cauchy-Green.

Conforme proposto em [27] o modelo de Mooney-Rivlin para materiais isotropicos
pode ser utilizado para modelar as caracteristicas passivas do tecido cardiaco. Este

tipo de material possui a seguinte forma para a funcao energia de deformacao
W([l, [2) = Cl(ll — 3) + CQ(IQ — 3) (45)

onde ¢; e ¢y sao constantes do material e I; e I, sao os invariantes do tensor direito

de deformacao de Cauchy-Green C.

Portanto para um determinado material, tem-se uma funcao energia de defor-
macao W definida, que derivada com relacao ao tensor C fornece a expressao para
o segundo tensor de tensao Piola-Kirchhoff. Para se obter a tensao passiva o, defi-
nida em termos do tensor de tensao de Cauchy, basta aplicar a operagao (3.62), que
obtem-se

o,=J 'FSF" (4.6)

onde J é o determinante do gradiente de deformacao F definido em (3.4).

4.1.3 Problema Mecanico

Conforme discutido no Capitulo 3 através da lei de conservacao da quantidade
de movimento linear obtém-se a equagao que governa o movimento para a andlise

de deformacoes fin